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Resumen

Se presenta una solución autosemejante de la ecuación de Schrödin-
ger para una part́ıcula libre unidimensional. Esta solución no es nor-
malizable. El texto está acompañado de varias representaciones gráfi-
cas de la solución.

Lista de śımbolos

A Constante a determinar
B Constante a determinar
C Constante a determinar
C Campo complejo
η Coordenada de semejanza
f(η) Factor de la función de onda dependiente de la variable de semejanza
g(η) Función auxiliar relacionada con la intensidad de la función de onda
Γ(s) Función Gamma de Euler
~ Constante de Plank reducida
i Unidad imaginaria
I Constante
K(t) Factor de la función de onda dependiente del tiempo
Jν(s) Función de Bessel de primera especie
m Masa
ν Variable auxiliar
ψ Función de onda
R Campo real
s Variable auxiliar
t Coordenada temporal
x Coordenada espacial
Yν(s) Función de Bessel de segunda especie
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1 PLANTEAMIENTO

1. Planteamiento

Sea una part́ıcula libre en un espacio unidimensional cuyo estado,
caracterizado por la función de onda ψ(x, t):

ψ : R2 → C
(x, t) 7→ ψ(x, t)

(1)

, evoluciona según la ecuación de Schrödinger ([3]):

i~
∂ψ

∂t
+

~2

2m
∂2ψ

∂x2
= 0 (2)

La función de onda ha de mantener un valor nulo en el infinito:

ĺım
x→±∞

ψ(x, t) = 0 (3)

Se busca una función de onda no trivial que verifique la ecuación
(2) y la condición de contorno (3) y que además cumpla las condiciones
de simetŕıa, autosemejanza y conservación de la norma enunciadas en
las subsecciones siguientes.

1.1. Simetŕıa

Se espera que la función de onda sea simétrica con respecto del
origen espacial:

ψ(x, t) = ψ(−x, t) (4)

1.2. Autosemejanza

No hay longitud caracteŕıstica en la geometŕıa del problema. Un
sencillo análisis dimensional sugiere la introducción de una variable de
semejanza:

η ≡ x
√

2m
~t

(5)

La función de onda ha de ser en el caso más general el producto de
dos funciones de una variable, una dependiente de la variable de seme-
janza y otra dependiente de una de las dos variables independientes
originales.

1.3. Conservación de la norma

La norma, sea finita o no, ha de conservarse con el transcurso del
tiempo.

4



2 RESOLUCIÓN

2. Resolución

Usando la variable de semejanza η definida en la ecuación (5), se
introduce la función auxiliar:

f : (0,∞)→ C
η 7→ f(η)

(6)

Igualando la función de onda ψ a la función auxiliar f :

ψ(x, t) ≡ (f ◦ η)(x, t)

la norma no se conserva. En efecto:∫ ∞
−∞
|ψ(x, t)|2 dx = 2

∫ ∞
0
|ψ(x, t)|2 dx

=

√
~t
2m

∫ ∞
0
|f(η)|2 dη

=
√
t

√
~

2m
I

El análisis dimensional sugiere sólo tres longitudes caracteŕısticas:
0, ∞ y ~t

2m ; por lo tanto, si la norma ha de ser invariante y no nula,
es necesario que sea infinita. Para lograr la conservación, se introduce
la función auxiliar dependiente del tiempo:

K : (0,∞)→ C
t 7→ K(t)

K(t) ≡ Ct
−1
4

(7)

La función de onda queda definida aśı:

ψ(x, t) ≡ K(t) · (f ◦ η)(x, t) (8)

Se cumple que la norma es constante:∫ ∞
−∞
|ψ(x, t)|2 dx = 2

∫ ∞
0
|ψ(x, t)|2 dx

= 2
∫ ∞

0
|K(t)f(η)|2 dx

= |C|2
√

~
2m

∫ ∞
0
|f(η)|2 dη

= |C|2
√

~
2m

I
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2 RESOLUCIÓN

Usando la definición de la ecuación (8) para la función de onda, la
ecuación de Schrödinger (2) queda reformulada de la siguiente manera:

f ′′ − iη

2
f ′ − i

4
f = 0 (9)

Las primas indican derivación con respecto al argumento. Para deducir
la ecuación (9) se ha hecho uso de las siguientes igualdades:

K ′ = −K
4t

∂η

∂t
= − η

2t
∂η

∂x
=

√
2m
~t

∂ψ

∂t
= Kf ′

∂η

∂t
+K ′f

= −K
t

(
ηf ′ − 1

4
f

)
∂2ψ

∂x2
= Kf ′′

(
∂η

∂x

)2

=
K

t

2m
~
f ′′

La ecuación (9) admite una simplificación adicional. Introduciendo
la función auxiliar:

g : (0,∞)→ R
η 7→ g(η)

(10)

y definiendo la función f como:

f(η) ≡ ei
η2

8 g(η) (11)

la ecuación (9) queda sin constantes imaginarias:

g′′ +
η2

16
g = 0 (12)

Se trata de una ecuación de Bessel en una forma generalizada ([2]).
Es verificada por la siguiente función:

g(η) = A
√
|η|J 1

4

(
η2

8

)
+B

√
|η|Y 1

4

(
η2

8

)
(13)

Se ha tomado el valor absoluto de η para garantizar una solución real
y simétrica.
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2 RESOLUCIÓN

Las funciones Jν(s) y Yν(s) son las funciones de Bessel de primera
y segunda especie ([2], [1]).

Hay que notar que el cuadrado de la función g(η) es proporcional
al cuadrado del valor absoluto de la función de onda:

[K(t)g(η)]2 = |ψ(x, t)|2 (14)

La derivada de la función g(η) es:

g′(η) = A
η
√
|η|

4

{
J− 3

4

(
η2

8

)
+ Y− 3

4

(
η2

8

)}
(15)

La continuidad de la deriva en el origen queda garantizada cuando:

A = −B (16)

Por otra parte, es interesante fijar el valor de B de modo que el
valor de g(0) sea igual a la unidad:

B =
π

2Γ
(

1
4

) (17)

La función Γ(s) es la función Gamma de Euler ([2], [1]).
Haciendo uso de (16) y (17), la función g(η) adopta finalmente la

siguiente forma:

g(η) =
π
√
|η|

2Γ
(

1
4

) {J 1
4

(
η2

8

)
− Y 1

4

(
η2

8

)}
(18)

La forma de la función g(η) queda ilustrada en las figuras 1 y 2:
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2 RESOLUCIÓN
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Figura 1: Función auxiliar g(η).
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Figura 2: Cuadrado de la función auxiliar g(η).
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2 RESOLUCIÓN

Pasando a variables f́ısicas, la función de onda es:

ψ(x, t) =
π

2CΓ
(

1
4

) 4

√
2m
~

√
|x|
t{

J 1
4

(
mx2

4~t

)
− Y 1

4

(
mx2

4~t

)}
{

cos
(
mx2

4~t

)
+ i sin

(
mx2

4~t

)} (19)

La forma de la función de onda queda determinada por la función
auxiliar f(η):
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Figura 3: Parte real de la función auxiliar f(η).
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2 RESOLUCIÓN
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Figura 4: Parte imaginaria de la función auxiliar f(η).

Queda confirmado que la norma de la función de onda es indepen-
diente de t pero infinita debido a que el cuadrado de g(η) da lugar a
una integral divergente:

‖ψ‖2 =
∫ ∞
−∞
|ψ(x, t)|2 dx

= 2
∫ ∞

0
|ψ(x, t)|2 dx

= 2
∫ ∞

0
|K(t)g(η)|2

√
~t
2m

dη

= 2

√
|C|2 ~
2m

∫ ∞
0

[g(η)]2 dη

=∞

(20)

La intensidad de la función de onda tiene por envolvente:

|ψ(x, t)|2 ≤ 8 |C|2 π[
Γ
(

1
4

)]2 |x| (21)

De esta manera, se aprecia que la condición de contorno se cumple
desde el instante singular t = 0.
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